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Рассматривается связная компактная абелева группа G с линейно упорядоченной группой характеров. Показано, что на 
группе G существует ненулевой ганкелев оператор конечного ранга тогда и только тогда, когда ее группа характеров 
содержит наименьший положительный элемент. При этом условии классические теоремы Кронекера, Хартмана и Пел-
лера переносятся на случай ганкелевых операторов над G. 
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Compact and connected Abelian group G with totally ordered dual is considered. It is shown that nontrivial finite rank Hankel 
operator exists on G if and only if the dual group contains the first positive element. In this case the classical theorems by Kron-
eker, Hartman, and Peller are generalized to the case of Hankel operators on G. 
 




Операторы Ганкеля в пространствах Харди 
2H  на группе вращений окружности, их различ-
ные реализации и аналоги активно изучались в 
течение нескольких последних десятилетий и 
нашли важные приложения, в том числе к теории 
функций, теории операторов, теории случайных 
процессов, теории рациональных приближений и 
теории управления (см., например, [1]–[4]). Изу-
чались также некоторые обобщения этих опера-
торов (см. [3]–[13] и обзор в [3, c. 195–204]), а 
также обобщения тесно связанных с ними опера-
торов Тёплица и операторов Винера – Хопфа 
(см. [5]–[7] и библиографию там).  
В данной работе рассматриваются обоб-
щенные операторы Ганкеля, определенные в 
пространствах 2 ( )H G ,  где G есть нетривиальная 
связная компактная абелева группа с нормиро-
ванной мерой Хаара dx  и линейно упорядочен-
ной группой характеров X, X +  — положитель-
ный конус в X .  То же можно выразить, сказав, 
что в группе X выделена подполугруппа X + ,  
содержащая единичный характер 1  и такая, что 
1 {1}X X −+ +∩ =  и 1X X X −+ += ∪ .  При этом полу-
группа X +  индуцирует в X линейный порядок, 
согласованный со структурой группы, по правилу 
1 X− +ξ ≤ χ := χξ ∈ .  Ясно, что { 1}X X+ = χ∈ : χ ≥ .  
Далее мы положим 1 \{1}( \ )X X X X−− + +:= = .  Хо-
рошо известно, что (дискретная) абелева группа 
X  может быть линейно упорядочена тогда и 
только тогда, когда она не имеет кручения (см., 
например, [11]), что, в свою очередь, равносиль-
но тому, что её группа характеров G компактна и 
связна [12] (при этом линейный порядок в X, во-
обще говоря, не единственен). В приложениях в 
роли X часто выступают подгруппы аддитивной 
группы n ,R  наделенные дискретной топологией, 
так что G  является боровской компактификаци-
ей группы X  (см, например, [7] и цитированную 
там литературу).  
Статья продолжает цикл работ авторов [8]–
[10]. Основной ее целью является получение для 
операторов Ганкеля в пространствах 2H  на ком-
пактных абелевых группах аналогов классиче-
ских теорем Кронекера и Пеллера, дающих, со-
ответственно, критерии конечномерности и 
ядерности операторов Ганкеля в пространствах 
2H  на окружности.  
 
1 Конечномерность операторов Ганкеля  
Если в группе X  имеется наименьший по-
ложительный элемент 1χ ,  то через iX  будем 
обозначать (бесконечную циклическую) под-
группу группы X ,  порожденную этим элемен-
том (см. [5, теорема 2]). Нам понадобятся сле-
дующие простые свойства множества \ iX X+  
(это множество не пусто тогда и только тогда, 
когда группа G не изоморфна одномерному тору 
T  [5, следствие 1], что мы далее и будем пред-
полагать).  
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Лемма 1.1. Пусть в группе X имеется наи-
меньший положительный элемент 1χ .   
1) Множество \ iX X+  есть идеал полу-
группы X + ;   
2) для любого k ∈Z  справедливо равенство  
1 ( \ ) \
k i iX X X X+ +χ = .  
Доказательство. 1) Включение \ iX X+χ∈  
равносильно тому, что 1
nχ > χ  при всех n∈ .N  В 
самом деле, достаточность очевидна. Если же в 
доказательстве необходимости предположить, 
что 1
nχ ≤ χ  для некоторого \ iX X+χ∈  и нату-
рального n,  то получим iXχ∈  в силу выпукло-
сти iX  [5, теорема 2]. Следовательно, если 
\ iX X+χ∈ ,  то 1 1n nξχ > ξχ ≥ χ  при всех n∈N  для 
любых X +ξ∈ ,  а потому \ iX X+ξχ∈ .   
2) Достаточно рассмотреть случай k ∈ .N  В 
силу 1) тогда имеем 1 ( \ ) \
k i iX X X X+ +χ ⊆ .  Да-
лее, если \ iX X+χ∈ ,  то для любого n∈N  спра-
ведливо неравенство 1
n k+χ > χ ,  а потому 1 1k n−χ χ > χ ,  
т. е. 1 \
k iX X− +χ χ∈ .  Значит, 
1 ( \ ) \
k i iX X X X− + +χ ⊆ ,  
что и завершает доказательство второго утвер-
ждения.  
Определение 1.1. Пространство Харди 
( )(1 )pH G p≤ ≤ ∞  
над G  определяется следующим образом (см., 
например, [11]):  
l( ) { ( ) ( ) 0 }p pH G f L G f X −= ∈ : χ = ∀χ∈ ,  
где lf  обозначает преобразование Фурье функ-
ции 1( )f L G∈ .   
Обозначим через 2 ( )H G−  ортогональное до-
полнение подпространства 2 ( )H G  пространства 
2 ( )L G .  Тогда  
l2 2( ) { ( ) ( ) 0 }H G f L G f X− += ∈ : χ = ∀χ∈ .  
Ясно, что X +  является ортонормированным 
базисом пространства 2 ( )H G ,  а X −  – ортонор-
мированным базисом пространства 2 ( )H G− .  Че-
рез P+  и P−  мы будем обозначать ортопроекторы 
из 2 ( )L G  на 2 ( )H G  и 2 ( )H G−  соответственно.  
Определение 1.2. Пусть ( )L G∞ϕ∈ .  Опера-
тором Ганкеля (ганкелевым оператором) над G 
с символом ϕ  назовем оператор  
2 2( ) ( )H H G H Gϕ −: → ,  
определяемый равенством  
H P Mϕ − ϕ= ,  
где M f fϕ : ϕ6  – оператор умножения на ϕ.   
Очевидно, что оператор Hϕ  ограничен, 
причем Hϕ ∞≤ ϕ .  Кроме того, H Hϕ+ψ ϕ= ,  
если и только если ( )H G∞ψ∈ .   
Напомним, что функция 2 ( )H Gθ∈  называ-
ется внутренней, если 1| θ |= .   
Определение 1.3. Внутреннюю функцию θ  
назовем конечным произведением Бляшке на 
группе G, если пространство  
2 2 2( ) ( )( ( ( )) )K H G H G H G ⊥θ := θ = θ  
конечномерно. При этом мы положим 
deg dimKθθ := .   
Всюду ниже 2 2( ) ( )S H G H G f fχ : → , χ6  – 
оператор умножения на характер X +χ∈ .   
Теорема 1.1.  
1. Нетривиальный ганкелев оператор ко-
нечного ранга над G существует тогда и только 
тогда, когда группа X содержит наименьший 
положительный элемент.  
2. Пусть ядро оператора Hϕ  ( ( ))L G
∞ϕ∈  
содержит такую функцию g, для которой 
l(1) 0g ≠ .  Оператор Hϕ  будет иметь конечный 
ранг тогда и только тогда, когда ( )H G∞θϕ∈  
для некоторого конечного произведения Бляшке 
θ,  и при этом deg rank .Hϕθ =  
Доказательство. 1. Пусть ненулевой опера-
тор Hϕ  имеет конечный ранг. Обозначим через 
( )xτ  оператор сдвига на элемент x G∈  в про-
странстве 2 ( )L G  (и 2 ( )),H G  т. е. ( ) ( )x f yτ =  
( )f xy= .  Так как ( ) ( ) ( )x x Xτ χ = χ χ χ∈ ,  то ( )xτ  




( ) ( )
x
x H x H −−ϕ τ ϕτ τ = ,  
а потому последний оператор компактен вместе 
с Hϕ .  Далее, так как ( )H G∞ϕ∉ ,  то ( ) 0ϕ χ ≠  для 
некоторого характера X −χ∈ .  В силу непрерыв-
ной (и линейной) зависимости оператора Hϕ  от 
( )L G∞ϕ∈ ,  для любого такого характера ком-





x H dx−τ ϕχ∫  
(интеграл Бохнера) равен ( )H Hχ∗ϕ χ= ϕ χ ,  откуда 
следует компактность оператора Hχ  (здесь мы 
воспользовались одной идеей из [13]). Далее, 
вычисляя ( )S H Xχ +χ ξ ξ∈ ,  получаем, что ком-
пактный оператор S Hχχ  в 
2 ( )H G  является про-
ектором на подпространство, порожденное мно-
жеством характеров [1 ),χ  (черта обозначает 
комплексное сопряжение). Значит, это множество 
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конечно, а потому содержит наименьший поло-
жительный элемент.  
Обратно, если в группе X имеется наимень-
ший положительный элемент 1χ ,  то образом опе-
ратора 
1
nHχ  является пространство 11span{ }
n …, ,χχ  
(линейная оболочка множества 11{ }),
n …, ,χχ  име-
ющее размерность n.  В самом деле, легко про-
верить, что 
1
0( )nH X +χ ξ = ξ∈ ,  если и только если 
1










H H G H …
…
−
χ χ= ,χ , , =χ
= , ,χ .χ
 
2. Пусть rankHϕ < ∞  и 0 KerH Hϕ:=  содер-
жит такую функцию g,  для которой l(1) 0g ≠ .  
Так как 2 0( ( )) ( )H H G H H
⊥
ϕ ϕ= ,  причем оператор 
0H H
⊥
ϕ |  инъективен, то 0rank dimH H ⊥ϕ = .  По-
скольку подпространство 0H  пространства 
2 ( )H G  инвариантно относительно сдвигов 
( )S Xχ +χ∈ ,  по обобщенной теореме Берлинга 
(см., например, [11, глава 8]) найдется такая 
внутренняя функция θ  на G,  что 20 ( )H H G= θ .  
Следовательно, 0dimK H
⊥
θ = < ∞,  т. е. θ  есть 
конечное произведение Бляшке, причем 
deg rankHϕθ = .  Наконец, 2 ( )H Gθ∈θ ,  а потому 
0 ( )H Pϕ −= θ = θϕ .  Значит, ( )H G∞θϕ∈ .   
Обратно, если ( )H G∞θϕ∈  для некоторого 
конечного произведения Бляшке θ,  то 0Hθϕ = ,  
т. е. ( ) 0H fϕ θ =  при всех 2 ( )f H G∈ .  Значит, 
2
0( )H G Hθ ⊆ ,  а стало быть, 0H K⊥ θ⊆ .  Таким 
образом, 0dimH
⊥ < ∞,  а выше было показано, что 
0rank dimH H
⊥
ϕ = .   
Замечание 1.1. Условие, что ядро оператора 
Hϕ  содержит такую функцию g,  для которой 
l(1) 0g ≠ ,  в части 2 предыдущей теоремы использо-
валось лишь при доказательстве необходимости.  
Следствие 1.1. Если θ  — конечное произ-
ведение Бляшке, и ( )h H G∞∈ ,  то rank hHθ < ∞.   
Ввиду утверждения 1 теоремы 1.1 далее мы 
будем предполагать, что в группе X имеется 
наименьший положительный элемент 1χ .   
Для доказательства критерия конечномер-
ности нам понадобится еще следующее обобще-
ние классической леммы Бёрлинга, описываю-
щей корневые подпространства сопряженного 
оператора 
1
S ∗χ  (ниже через D  обозначен откры-
тый единичный круг комплексной плоскости; 
spanM – линейная оболочка множества M).  
Лемма 1.2 [2, c. 52]. 1. Любое число λ∈D  
является собственным значением оператора 
( 1)S X∗χ +χ∈ ,χ ≠ ,  и отвечающие ему собствен-
ные функции имеют в точности вид (1 )g / − λχ ,  
где 2 ( ) 0g H G g∈ , ≠ ,  причем lg  сосредоточено 
на [1 ),χ .   
2. Пусть в группе X  имеется наименьший 
положительный элемент 1χ .  Тогда точечный 
спектр оператора 
1
S ∗χ  равен ,D  и при всех 













⎧ ⎫χ− λ = : ≤ ≤ .⎨ ⎬− λχ⎩ ⎭
 
Доказательство. 1. Заметим, что ( )S ∗χσ ⊆ ,D  
так как 1S ∗χ = .  Если число λ∈D  есть собст-
венное значение оператора ( 1)S X∗χ +χ∈ ,χ ≠ ,  то, 
учитывая, что iS P S
∗
+ χ= ,  и приравнивая коэффи-
циенты Фурье функций S f∗χ  и  
2( ( ) 0)f f H G fλ ∈ , ≠ ,  
получаем, что l l( ) ( )( )f f X +ηχ = λ η η∈ ,  что рав-
носильно тому, что преобразование Фурье функ-
ции 1(1 )f −− λχ χ  сосредоточено на X − .  Если мы 
положим (1 )g f:= − λχ ,  то это значит, что lg  
сосредоточено на [1 ),χ .  При λ∈D  получаем 
требуемый вид собственных функций, отвечаю-
щих λ.   
2. При 1χ = χ  из только что доказанного ут-
верждения 1 леммы следует, что функция lg  со-
средоточена на {1},  т. е. g  есть константа, от-
личная от 0.  Если мы предположим, что λ∈T  
есть собственное значение оператора 
1
S ∗χ ,  то по 
доказанному выше 1( )(1 ( ))g f x x= − λχ  при всех 
x G∈ ,  что невозможно, так как 1χ  принимает 
значение 1 / λ  1( ( )Gχ  есть нетривиальная связ-
ная подгруппа группы ).T   
Докажем последнее утверждение леммы 
индукцией по n.  При 1n =  оно уже доказано. 
Предположим, что оно верно при некотором n,  и 
рассмотрим функцию 
1
1Ker( )nf S I∗ +χ∈ − λ .  Так 
как 
1 1
















χ− λ = .− λχ∑  













χ χ= − λ .− λχ −λχ  
Поэтому  
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S I f c∗χ +
=
⎛ ⎞χ− λ − = ,⎜ ⎟− λχ⎝ ⎠∑  
откуда по доказанному выше найдется такая 
константа 0c ,  что  
01
1







χ− = ,− λχ− λχ∑  
что и требовалось доказать.  
Следствие 1.2 (ср. [3, c. 216, лемма 2.4.4]). 
Пусть в группе X  имеется наименьший поло-
жительный элемент 1χ .  Если θ  — конечное 
произведение Бляшке, то для некоторого конеч-
ного множества E ⊂D  и подходящих нату-




span 1 ( )
(1 )
k
kK k k Eθ +
⎧ ⎫χ= : ≤ ≤ λ , λ∈ .⎨ ⎬− λχ⎩ ⎭
 
Доказательство. Это следует из найденно-
го выше вида корневых подпространств операто-
ра 
1
S ∗χ  и того факта, что конечномерное про-
странство есть прямая сумма корневых подпро-
странств действующего в нем оператора (в дан-
ном случае речь идет о пространстве Kθ  и опе-
раторе 
1
).S K∗χ θ|  
Теперь мы можем перенести на наш случай 
теорему Кронекера. В связи с этим напомним, 
что если рациональная функция R  представлена 
в виде несократимой дроби p q/ ,  то степенью 
функции R  называется число  
deg max{deg deg }R p q= , .  
Через 
1
2Hχ  мы будем обозначать гильберто-
во подпространство пространства 2 ( )H G  с (ор-
тонормированным) базисом 1{ }
n n +χ : ∈ .Z  Ясно, 
что отображение 1i f f: χ6 D  есть изоморфизм 
гильбертовых пространств 2 ( )H T  и 
1
2Hχ .  Обо-
значим также через 1P  оператор ортогонального 
проектирования пространства 2 ( )H G  на 
1
2Hχ .   
Теорема 1.2. Пусть в группе X имеется наи-
меньший положительный элемент 1χ .  Пусть 
ядро оператора ( ( ))H L G∞ϕ φ∈  содержит та-
кую функцию g,  для которой l(1) 0g ≠ .  Опера-
тор Hϕ  будет иметь конечный ранг тогда и 
только тогда, когда 1P R−ϕ = χ ,D  где R  есть 
рациональная функция, все полюсы которой при-
надлежат .D  При этом rank degH Rϕ = .   
Доказательство. Необходимость. Как и в 
доказательстве теоремы 1.1, найдется такая внут-
ренняя функция θ,  что 2Ker ( )H H Gϕ = θ .  Если 
оператор Hϕ  имеет конечный ранг, то простран-
ство 2(Ker ) ( ( ))K H H H G⊥ ∗θ ϕ ϕ −= =  конечномерно, 
т. е. θ  – конечное произведение Бляшке. В силу 
следствия 1.2 Kθ  состоит из композиций рацио-
нальных функций с полюсами вне D  и характера 
1χ .  Поэтому найдется такая рациональная функ-
ция r,  все полюсы которой расположены вне ,D  
что 1 1 1( )r H P
∗
ϕ +χ = χ = ϕχ .D  Но для любой функ-
ции 2 ( )f L G∈  справедливо равенство  
l(1)P f P f f+ −= + .  
Следовательно, для некоторой константы c име-
ем 1 1( )r P c−χ = ϕχ + ,D  откуда 
1 1 1 1( ) (1 )P r c r− ϕχ = / χ − = χ ,D D  
где 1r  есть рациональная функция, все полюсы 
которой лежат в .D  С другой стороны, 
1 1 1( ) ( )P P c− −ϕχ = ϕ χ −   11 1( ( )).c −= ϕ χ  Из двух по-
следних равенств вытекает, что 1P R−ϕ = χ ,D  где 
1 1( ) ( ( ) )R z r z c z= + / .   
Достаточность. Пусть 1P R−ϕ = χ ,D  где R  
– рациональная функция, все полюсы которой 
принадлежат .D  Как известно, существует ко-
нечное произведение Бляшке B  на группе ,T  
такое, что deg degB R=  и 
( ) ( ) ( ) ( )F z B z R z H ∞:= ∈ T  
(в качестве нулей произведения Бляшке нужно 
взять полюсы функции R с учетом их кратностей).  
Покажем, что функция 1Bθ := χD  есть ко-
нечное произведение Бляшке на группе G,  при-
чем deg degBθ = .  В самом деле, поскольку функ-
ции из 
1
2( )H ⊥χ  – это в точности те функции из 
2 ( )H G ,  которые разлагаются в ряд Фурье по 
характерам из \ iX X+ ,  из утверждения 2 леммы 
1.1 следует, что 
1 1
2 2
1( )( ) ( )B H H
⊥ ⊥
χ χχ = .D  Поэтому  
1 1
2 2 2 2
1 1( ) ( ) ( ) (( ) ) ( )H G B H G B H H
⊥
χ χθ = χ = χ ⊕ .D D  
Стало быть,  
1 1 1 1
2 2
2 2 2 2
1
( ) ( )
( ( ) ) (( ) ( ) )
K H G H G
H H B H H
θ
⊥ ⊥
χ χ χ χ
= θ =





2 2 2 2
1( ) ( ) ( )H B H H T BH Tχ χ= χ ≅ ,D   
(≅  обозначает изоморфизм гильбертовых про-
странств), а потому θ  – конечное произведение 
Бляшке и deg degBθ = .   
В силу теоремы 1.1 и доказанного выше  
rank deg deg degH B Rϕ = θ = = ,  
что и требовалось доказать.  
Замечание 1.2. Как и в теореме 1.1, условие, 
что ядро оператора Hϕ  содержит такую функ-
цию g,  для которой l(1) 0g ≠ ,  в теореме 1.2 ис-
пользовалось лишь при доказательстве необхо-
димости.  
А.Р. Миротин, Р.В. Дыба 
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2 Компактность и ядерность операторов 
Ганкеля  
Равносильность условий 1 и 3 в следующем 
обобщении теоремы Хартмана может быть полу-
чена с помощью теоремы 1.2 работы [13]. Ниже 
предложено другое доказательство, основанное 
на редукции к классическому случаю.  
Теорема 2.1. Обозначим через 1( )K G  замк-
нутую подалгебру алгебры ( )L G∞ ,  порожденную 
элементом 1χ .  Пусть ( )L G∞ϕ∈ .  Следующие 
утверждения равносильны:  
1) оператор Hϕ  компактен;  
2) 1( )P K G−ϕ∈ ;   
3) 1( ) ( )K G H G
∞ϕ∈ + .   
Доказательство. Пусть оператор Hϕ  ком-
пактен и отличен от нуля. Как показано в начале 
доказательства теоремы 1.1, в этом случае из 
неравенства ( ) 0ϕ χ ≠  для характера X −χ∈  сле-
дует, что множество 1[1 )−,χ  конечно, а потому X 
содержит наименьший положительный элемент 
1χ .  Кроме того, из конечности этого промежутка 
вытекает, что iXχ∈  и 1 n nχ = , ∈χ N  (см. [5]). 




P c∞− =ϕ = .χ∑  Если мы положим 
1 1
( ) nnnz c z Tz
∞
=ϕ := , ∈ ,∑  
то 21 ( )H−ϕ ∈ T  и 1 1P−ϕ = ϕ χ .D  Легко проверить, 
что изоморфизм i  гильбертовых пространств 
2 ( )H T  и 
1




PH H−ϕ χ| .  Следовательно, по клас-
сической теореме Хартмана 1 g hϕ = + ,  где функ-
ция g  непрерывна на ,T  а ( )h H ∞∈ .T  Выберем 
последовательность полиномов ( )np z ,  равномерно 
на T  сходящуюся к функции ( )g z .  Тогда  
1 1 1 1 1 1( ) ( )P g h K G H G
∞
−ϕ χ = ϕ χ = χ + χ ∈ + ,D D D D  
поскольку последовательность 1np χD  равно-
мерно на G  сходится к 1g χ .D  Осталось заме-
тить, что 21( ) ( )K G H G−⊂ ,  и потому 1( )P K G−ϕ∈ .   
Предположим теперь, что 1( )P K G−ϕ∈ .  Так 
как 1( ) ( ) ( )K G C G L G
∞⊂ ⊂ ,  то 
( )P P L G∞+ −ϕ = ϕ− ϕ∈ .  
Таким образом, ( )P H G∞+ϕ∈ ,  и, стало быть, 
1( ) ( )K G H G
∞ϕ∈ + .   
Наконец, пусть 
1( ) ( )g h g K G h H G
∞ϕ = + , ∈ , ∈ ,  
и последовательность полиномов np  такова, что 
последовательность 1np χD  равномерно сходится 








H H H H
H g p n
ϕ χ χ
− χ ∞
− = − =






H χD  имеют конечный ранг в 
силу теоремы 1.2. Следовательно, оператор Hϕ  
компактен.  
Идущее ниже следствие другим методом 
было установлено в [13].  
Следствие 2.1. Множество 1( ) ( )K G H G
∞+  
есть замкнутая подалгебра алгебры ( )L G∞ .   
В самом деле, замкнутость этого простран-
ства сразу следует из теоремы 2.1, а его устойчи-
вость относительно умножения – из тождества, 
аналогичного тождеству (1.3) в [13].  
Для формулировки еще одного следствия 
теоремы 2.1 дадим, имитируя [1],  
Определение 2.1. Введем пространство 
функций Бесова аналитического типа на группе 












⎧ ⎫| |= :| λ |< , < ∞ .⎨ ⎬− λ χ − | λ |⎩ ⎭∑ ∑  
Напомним, что оператор в банаховом про-
странстве является ядерным, если он может быть 
разложен в сходящийся по норме ряд операторов 
ранга один.  
Теперь, применяя, как и в доказательстве 
теоремы 2.1, редукцию к классическому случаю, 
мы можем перенести на G известный результат 
В.В. Пеллера (см. [1]) о ядерности ганкелевых 
операторов на группе .T   
Теорема 2.2. Пусть ( )L G∞ϕ∈ .  Оператор 
Hϕ  является ядерным, если и только если 
1( )P B G−ϕ∈ .  









ϕ = ,− λ χ∑  









| || λ |< , < ∞.− | λ |∑  
В силу непрерывности отображения 
2 2( ) ( ( ) ( ))L G LB H G H G H∞ − ϕ→ , , ϕ ,6  
























| |≤ ,− | λ |∑ ∑  
а в силу теоремы 2.1 rank 1
n
Hψ = .   
О конечномерных и ядерных ганкелевых операторах в пространствах Харди H2 на компактных абелевых группах 
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Обратно, если оператор PH H −ϕ ϕ=  является 
ядерным, то, если мы положим, как в доказатель-





=ϕ := ∈ ,∑ T  то 
2
1 ( )H−ϕ ∈ T  и 1 1P−ϕ = ϕ χ .D  При этом, так как 
изоморфизм 1i−  гильбертовых пространств 
1
2Hχ  




PH H−ϕ χ|  в 1Hϕ ,  оператор 1Hϕ  
тоже ядерный, а потому [1] 1 1( )Bϕ ∈ .T  С учетом 
равенства 1 1P−ϕ = ϕ χD  отсюда сразу следует, что 
1( )P B G−ϕ∈ .   
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